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臨界曲線と焦線付近の複数像
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光源平面 像平面

焦線 臨界曲線



強い重力レンズアニメ (点状光源)
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強い重力レンズアニメ (広がった光源)
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重力レンズ解析の数値的手法

• 一般に重力レンズ方程式を解析的に解くのは
困難
~� = ~✓ � ~↵(~✓)

• 数値的に重力レンズ方程式を解くことが必要

(β → θ は非線形、複数の解が許される)
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数値的な解の探索

光源
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数値的な解の探索
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数値的な解の探索
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光源



数値的な解の探索
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像

~�i =
~✓i � ~↵(~✓i)

像平面 (θi) 光源平面 (βi)
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数値的な解の探索
臨界曲線 臨界曲線

複数像を分解
できていない

複数像を分解
できている

グリッドを
細かく

像平面 (θi) 像平面 (θi)
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レンズ方程式の数値的求解2

Figure 1.1: Example of lens equation solving for point sources. I use square grids (thin black
lines) that are adaptively refined near critical curves to derive image positions for a given
source. Upper panels show image planes, and lower panels are corresponding source planes.
Critical curves and caustics are drawn by blue lines. Positions of sources and images are
indicated by red triangles. Left panels show an example from a simple mass model that
consist of NFW and SIE profiles. A source near the center is producing 7 lensed images. In
right panels, I add small galaxies to the primary NFW lens potential. This time 5 lensed
images are produced.

example by glafic (MO 2010)
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• 高いグリッド分解能は 

臨界曲線近傍でのみ必要
となる

• 適合格子 (adaptive grid) 

を使うことで効率的に 

重力レンズ方程式解ける

• 左の例では7つの複数像
をうまく分離して求める
ことができている
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強い重力レンズ解析
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• 観測量 : 複数像の位置、フラックス比
    複数像形状 (銀河)、時間の遅れ (クエーサー、超新星etc)



強い重力レンズ解析
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• 複数像の位置
θj − α(θj) = θk − α(θk)光源の位置 𝛽 が共通  →

質量分布への制限

• 実際にはカイ2乗を最小化しパラメータ決定

χ2
pos =

Ni

∑
i=1

Nij

∑
j=1

θobs
ij − θij(βi; pmodel)

2

σ2
ij

光源の数 各光源iの複数像の数

位置の誤差



光源平面でのカイ2乗の評価
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• カイ2乗の評価で重力レンズ方程式を解く必要

χ2
pos =

Ni

∑
i=1

Nij

∑
j=1

θobs
ij − θij(βi; pmodel)

2

σ2
ij

重力レンズ方程式→各光源iの複数像の位置

• 近似的に評価し重力レンズ方程式求解を回避

χ2
pos ≃

Ni

∑
i=1

Nij

∑
j=1

[A(θobs
ij ; pmodel)]

−1

[βobs
ij (pmodel) − βi]

2

σ2
ij

高速な評価が可能



フラックス比および時間の遅れ
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• フラックス比

χ2
flux =

Ni

∑
i=1

Nij

∑
j=1

[f obs
ij − μij(βi; pmodel) fsrc,i]

2

σ2
f,ij

• 時間の遅れ

χ2
td =

Ni

∑
i=1

Nij

∑
j=1

[Δtobs
ij − Δtij(βi; pmodel) − Δti]

2

σ2
Δt,ij



例: クエーサー重力レンズ
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• 四重像クエーサー重力レンズ WFI2033−4723

    zs=1.662, zl=0.661, 最大分離角2.53秒角 

Suyu+2017

V. Bonvin et al.: Time-delay measurements of WFI2033�4723

Fig. 2. WFI2033�4723 light curves from the four di↵erent instruments used in this work. The top panel presents the Euler data sets
(C2+ECAM instruments), with the change occuring in October 2010, corresponding to the small gap visible in the 2010 season.
The middle panel presents the SMARTS data set. The bottom left panel presents the WFI data set, where the A1 and A2 images
were individually resolved thanks to superior image quality and longer exposure times. We note that di↵erent calibration stars were
used for the di↵erent data sets, hence the di↵erent relative magnitudes values between di↵erent instruments. The bottom right panel
presents the normalised distribution of the airmass and seeing of all the individual exposures in each data set.

4

Bonvin+2019

13年 (!) のモニタ観測に基づく
時間の遅れの測定 (最大~60日)



質量モデリング
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• WFI2033−4723の質量モデリング
    観測的制限: 像+レンズ銀河の位置、
                        フラックス比、時間の遅れ
                         Nconst=15

    仮定するモデル: 特異等温楕円体+外部歪み場
                              +高次の摂動(+光源の位置, H0)

                              Nparam=12



質量モデリングの結果
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• 観測された複数像の
位置 etc. を再現 

• 𝜒2=4.3 (自由度3)



冪分布楕円体への拡張
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• 冪への制限は弱い   ρ(r) ∝ r−η

θmax ≃ 2θEin

κ̄( < θEin) = 1

• アインシュタイン半径
内の質量は、モデルに
よらず決まる   

4個の複数像の位置

68%信頼区間



ハッブル定数の制限
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• 冪分布では制限が弱い   • 冪とH0の縮退         

(≃質量薄板縮退)   



例: 銀河団重力レンズ
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SMACS0723 JWST JWSTの
最初の
観測対象
の一つ

14個の
背景銀河
から、
43個の
複数像



最適化された質量モデル
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光源赤方偏移10の臨界曲線



平均収束場
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43個の複数像の位置

幅広い半径にわ
たって複数像が
存在

密度分布を、冪
まで含めてよく
制限できる



光源赤方偏移依存性
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14個の光源の赤方偏移の範囲 14個の光源の赤方偏移の範囲

Σ−1
cr ∝

Dls

Dos

θEinが光源の
赤方偏移依存 κ̄( < θEin) = 1

複数の半径で

の制限



銀河団強重力レンズ解析の問題点
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観測された
像の位置

質量モデルで
予言された
位置

有意な
(大きな)

位置のずれ

実際の構造
の複雑さに
起因



例: 広がった光源
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χ2
ext =

Nx

∑
ix=1

Ny

∑
iy=1

[f obs(ix, iy) − f(ix, iy; psource, pmodel)]
2

σ2(ix, iy)

SDSSJ002927.38+254401.7 (Shu+2016) 質量モデリングの結果

• 全てのピクセルをフィット   課題: 計算コスト
         光源の複雑さ
         質量分布の複雑さ
         …



重力マイクロレンズ (点質量レンズ)
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重力マイクロレンズ (焦線通過)
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点質量レンズの増光曲線
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光源の大きさの影響
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重力マイクロレンズ視差 (軌道視差)

31



重力マイクロレンズ視差 (3角視差)
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重力マイクロレンズ確率

33

6. 4 重力マイクロレンズ確率と発生率 143

y20 ≤ 2

µth

√
µ2
th − 1 + µ2

th − 1
(6.35)

が得られる．したがって
y20,max(µth) :=

2

µth

√
µ2
th − 1 + µ2

th − 1
(6.36)

と定義すると，重力マイクロレンズ断面積 σml が
σml(M ; zl, zs, > µth) = πθ2Einy

2
0,max(µth)

=
4πGM

c2
Dls

DolDos
y20,max(µth) (6.37)

と計算される．
式 (6.37)から，重力マイクロレンズ断面積は，レンズ天体の質量M に比例
することがわかる．また，µth が極端な値でない限りにおいて，重力マイクロ
レンズ断面積はおよそ Einstein半径内の面積 σml # πθ2Ein で与えられる．参
考までに，式 (6.35)より，y0,max(µth) = 1，すなわち σml = πθ2Ein となるの
は，µth = 3/

√
5 # 1.342のときであることがわかる．

6. 4. 2 重力マイクロレンズ確率
式 (5.34)で与えられる強い重力レンズ確率の場合と同様の考え方から，重力
マイクロレンズ確率は，式 (6.37)の重力マイクロレンズ断面積 σml を用いて
Pml(zs; > µth) =

∫ zs

0
dzl

d2V
dzldΩ

∫ ∞

0
dM

dn
dM

σml(M ; zl, zs, > µth) (6.38)

と計算できる．この表式は宇宙論的な距離の光源に対する重力マイクロレンズ
確率の計算に適用できるが，一方で重力マイクロレンズ確率の計算は，多くの
場合，天の川銀河やMagellan雲などの星に対してなされる．そのような近傍
宇宙における重力マイクロレンズ確率においては，宇宙膨張による赤方偏移の
効果を無視することができ，式 (5.33)で定義される共動体積要素を

dzl
d2V
dzldΩ

= dDol D
2
ol (6.39)

と書き表すことができるので，重力マイクロレンズ断面積を

• 強い重力レンズ確率と同様の計算

• 重力マイクロレンズ断面積
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点質量レンズの
アインシュタイン半径

レンズ質量Mに比例



重力マイクロレンズ確率
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• 確率はレンズ天体の平均質量密度に比例

144 6. 重力マイクロレンズ

Pml(Dos; > µth) =

∫ Dos

0
dDol

×
∫ ∞

0
dM

dn
dM

4πGM
c2

DolDls

Dos
y20,max(µth) (6.40)

と計算できる．レンズ天体の微分数密度 dn/dM にレンズ天体の質量M を掛
けて積分すると，レンズ天体の質量密度 ρが

∫ ∞

0
dMM

dn
dM

= ρ (6.41)

と得られることから，式 (6.40)は
Pml(Dos; > µth) =

∫ Dos

0
dDol

4πGρ
c2

DolDls

Dos
y20,max(µth) (6.42)

と簡略化される．この表式から，重力マイクロレンズ確率は，レンズ天体の質
量密度 ρに依存する一方で，レンズ天体の質量M やその分布には依存しない
ことがわかる．
レンズ天体の質量密度 ρは一般に場所の関数であり，天球面上の位置とDol

の両方に依存するが，ここでは簡単のために ρが場所によらず一定の状況を考
えると，Dls = Dos −Dol から，式 (6.42)のDol についての積分が容易に実行
できて

Pml(Dos; > µth) =
2πGρ
3c2

D2
osy

2
0,max(µth) (6.43)

となる．質量密度 ρが一定の場合に，半径Dos内の全質量M(< Dos)について
M(< Dos) =

4π
3
D3

osρ (6.44)

が成り立つことから，回転速度 V :=
√

GM(< Dos)/Dosを用いて，式 (6.43)を
Pml(Dos; > µth) =

V 2

2c2
y20,max(µth) (6.45)

とさらに簡略化することができる．y0,max(µth) # 1として，天の川銀河の回
転速度 V # 220 km/sを代入すると，Pml # 3× 10−7となることから，近傍宇
宙で重力マイクロレンズを観測するためには，典型的に数百万個以上の星の観
測が必要となることがわかる．

• 質量Mには依存しない！



重力マイクロレンズ発生率
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• 単位時間あたりにマイクロレンズが発生する確率

6. 4 重力マイクロレンズ確率と発生率 145

6. 4. 3 重力マイクロレンズ発生率
式 (6.38)は，ある瞬間にある光源を観測した時に，その光源が重力マイクロ
レンズ現象を起こしている確率である．一方で，ある星をモニタ観測して，単
位時間あたりにその星が重力マイクロレンズで増光する確率，すなわち重力マ
イクロレンズ発生率も，観測との比較の上で重要な統計量となる．
重力マイクロレンズ発生率を計算するためには，天球面上で光源が固定され
ており，レンズ天体が接線速度 v⊥で移動していると考えるとわかりやすい．観
測者の時間間隔∆T は，宇宙論的な時間の膨張を考慮すると，レンズ平面では
∆T/(1 + zl)となり，この間にレンズ天体は天球面上で (v⊥∆T/Dol)/(1 + zl)

だけ移動する．したがって，レンズ天体の周りの直径 2θEiny0,max の円内の重
力マイクロレンズが引き起こされる領域が，レンズ天体の接線速度によって

dσml

dt
∆T =

v⊥∆T
(1 + zl)Dol

2θEiny0,max (6.46)

だけ増加することになる．式 (6.4)で定義される tEin を用いると，最終的に単
位時間あたりの重力マイクロレンズ断面積の増加率を

dσml

dt
=

2θ2Einy0,max

tEin
(6.47)

と求められる．
ある 1個の光源に対する，単位時間あたりの重力マイクロレンズ発生率 Γml

は，式 (6.38)の右辺の重力マイクロレンズ断面積 σmlを，式 (6.47)の dσml/dt

に置き換えることで計算でき，具体的には
Γml(zs; > µth) =

∫ zs

0
dzl

d2V
dzldΩ

∫ ∞

0
dM

dn
dM

dσml

dt
(6.48)

と書き表される．6. 4. 2節と同様に，赤方偏移を無視できる近傍宇宙の場合は
Γml(zs; > µth) =

∫ Dos

0
dDol

∫ ∞

0
dM

dn
dM

8GM
c2

DolDls

Dos

y0,max(µth)
tEin

(6.49)

となる．ここでは接線速度を一定としたが，一般には接線速度はある確率分布
に従って分布しているので，より厳密にはさらに接線速度の確率分布を掛けて
積分する必要がある．tEinはレンズ天体の質量M に依存するが，ここでは tEin

を定数として式 (6.49)を概算すると
Γml(zs; > µth) !

2
π
Pml(Dos; > µth)
tEiny0,max(µth)

(6.50)
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∆T/(1 + zl)となり，この間にレンズ天体は天球面上で (v⊥∆T/Dol)/(1 + zl)

だけ移動する．したがって，レンズ天体の周りの直径 2θEiny0,max の円内の重
力マイクロレンズが引き起こされる領域が，レンズ天体の接線速度によって

dσml

dt
∆T =

v⊥∆T
(1 + zl)Dol

2θEiny0,max (6.46)

だけ増加することになる．式 (6.4)で定義される tEin を用いると，最終的に単
位時間あたりの重力マイクロレンズ断面積の増加率を

dσml

dt
=

2θ2Einy0,max

tEin
(6.47)

と求められる．
ある 1個の光源に対する，単位時間あたりの重力マイクロレンズ発生率 Γml

は，式 (6.38)の右辺の重力マイクロレンズ断面積 σmlを，式 (6.47)の dσml/dt

に置き換えることで計算でき，具体的には
Γml(zs; > µth) =

∫ zs

0
dzl

d2V
dzldΩ

∫ ∞

0
dM

dn
dM

dσml

dt
(6.48)

と書き表される．6. 4. 2節と同様に，赤方偏移を無視できる近傍宇宙の場合は
Γml(zs; > µth) =

∫ Dos

0
dDol

∫ ∞

0
dM

dn
dM

8GM
c2

DolDls

Dos

y0,max(µth)
tEin

(6.49)

となる．ここでは接線速度を一定としたが，一般には接線速度はある確率分布
に従って分布しているので，より厳密にはさらに接線速度の確率分布を掛けて
積分する必要がある．tEinはレンズ天体の質量M に依存するが，ここでは tEin

を定数として式 (6.49)を概算すると
Γml(zs; > µth) !

2
π
Pml(Dos; > µth)
tEiny0,max(µth)

(6.50)

Γml ∼
Pml

tEin
であり、tEinを通じでレンズ質量M

に依存する


